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Exercice 1

1. Montrer que, pour tout A € Mj (R), les applications

dy: My(R)— M,(R),N—NA et ¢,: M,(R)— M,(R), N+—> AN,

sont continues.

Comme d 4 et g4 sont des applications linéaires sur I'espace vectoriel de dimension finie
M, (R) alors elles sont continues.

2. Montrer que la suite (U,), . admet au moins une valeur d’adhérence dans M, (R).

La suite (M"),, . est bornée donc il existe c > 0 tel que, pour tout n € IN, || M"|| < c. Donc,
pour tout n € IN,

1 n
_n—l—lz

k=0

1 LA
n+1 ZM

k=0

U | =

1 n
‘MkH §—Zc:c.
n+1k:0

Donc la suite (U, ), . est bornée dans 'espace vectoriel normé de dimension finie M, (R).
Cela permet alors de conclure que la suite (U} ), .p; @admet au moins une valeur d’adhérence

dans M, (R).

3. Montrer que, pour tout n € N,

— — 1 n+1
Mu,,_unM_un+m(M ~1).

Soit n € IN. On voit que U, est un polynome en M. Donc MU,, = U,, M. D’autre part

MU, = 1 : Mk+1_ 1 rile_ 1 iMk—f—Mn-i_l—I

"_n+1k:0 _n+1k:l Cn+1 P p
:Lan_FL(MrH—l_I):u_}_L<Mn+1_1).

n+154 n+1 P "n+1 P

D’ou le résultat démandé.

4. (a) Montrer que ML=LM=1L.
Comme L est une valeur d’adhérence de la suite (U,), p alors on peut en extraire

une sous suite <U¢(n)) N qui converge vers L. D’apres la question précédente, pour

ne
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tout n € N,

MU () = Uy M = Ug(n) + (M(P(n)ﬂ - IP) : *)

p(n)+1

Observons maintenant que
© MUy = 8gMm (Uq)(n)) — gm(L) = ML car gy est continue et U,,) — L.

n—+00 n——+oo
O UpmyM =dm (Uq,(n)) e dp (L) = ML car dy; est continue et Up(n) n_>—+>oo L.
® Pour tout n € N,
qu(n;Jrl(M(P(n)H_I”) ‘ n;+1H( _I”>H
< ooyt (e [+ )
< esrrler ).

Comme W (c+|Ip]|) — Oalors W (M‘PWH — Ip> — 0.

n——400 n——+4o00

En faisant tendre n vers +oco dans (*), on obtient ML = LM = L.

(b) En déduire que, pour tout n € N, U,L = LU, = L.
On montre, par récurrence sur k € IN, que MKL = LM* = L. Donc

1 & 1 &
Ul=——Y M L=——Y L=Let
" n+1k§ n+1k;)
1

n

1 n
,=—Y ILM=—"—_VYL=1L.
" n+1z n+1,§)

k=0

5. Montrer que L; = L,.
Comme L est une valeur d’adhérence de (U,;), . alors on peut en extraire une sous suite

(u"’(”))ne]N qui converge vers L.

Comme L, est une valeur d’adhérence de (U,),p alors, en utilisant la question précé-
dente, U, L, = L,U, = L, pour tout n € IN. En particulier

Up(nyLa = Lalp(u) = La- )

Vu que u(p(n)LZ = sz (U(P(”)> — sz (Ll) = L1L2 (car sz est continue et U o(n) — Ll)

n——+o0 n—-4o00

et que Lyl = 81, (u(P(n)) — g1, (L1) = LoLy (car g1, est continue et U on) — Lq)

n—-+oo n—-+oo
alors le passage a la limite dans (**) montre que L1L, = LoL1 = Lj.

En permutant les roles de L; et L, on obtient aussi [,L; = L1L, = L1. Il s’en suit que L1 = L,.

6. Montrer alors que la suite (U,), . est convergente.
Les questions 2) et 5) montrent que la suite (U, ), admet une seule valeur d’adhérence
dans M, (IR). Comme de plus elle est bornée alors elle converge.
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Exercice 2

1. Montrer que y + A > 0.
Onap;=(u+A)podoncu+ A= % >0.8Sipu+ A =0 alors p; =0 et donc, en utilisant la
0

400
relation de récurrence, py = 0 pour tout k > 1. Il vient que 1 = }_ py = po €]0,1] ce qui est
k=0

absurde. Donc y + A > 0.

2. (a) Montrer que Vk € N, p; = %po.
Récurrence sur k.

—+00
(b) Exprimer ¥ p, en fonction de A et de po.
k=0

—+o0 ~+o00

P k
La série ). py convergeet Y pr=po L % = poe.
k>0 k=0 k=0

(c) En déduire que X suit la loi de Poisson P (7).
—+00 —+o0
Ona Y pr= Y. P(X=k)=1donc ppe* =1 et py=e*. On en déduit que, pour tout
k=0 k=0

k>0,P(X=k) = %{e”. Donc X suit la loi de Poisson P (A).

(d) Donner alors son espérance et sa variance.

Comme X suit la loi de Poisson P (A) alors E (X) =V (X) = A.

3. Montrer que pour tout k € N*,

-1 (a—k+1
o= po e 18 L n.
Récurrence sur k € IN*.
4. (a) Montrer que u < 0.
a:—%)‘elNdonc —%ZO. Comme y + A >0alors —u >0et u <0.

poCk (- si k<a,
(b) Montrer que, pour tout k€ IN, p; =

Pour tout k < a,

o= pot B8R D) e pock (—p.
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Pour k > «
ala—1) (e —k+1
= ppt =l -
_Nkk—1
:Po(kﬁd 1_0(“—1):0
= =0

o

(c) Calculer i px en fonction de py, i et a. En déduire que py= (1 —pu) ".
k=0

Ona Y. pr=po L Ck(—w)* =po(1—p)".
k=0 k=0

® +00
D’autre part ) py= ¥ pr=1doncpo(1—p)" =1doupy=(1—p)".
k=0 k=0

(d) Montrer alors que X suit la loi binomiale B (IX, %) .

Ona X (Q)=1{0,1,...a} et, pour tout k € {0,1,...a },

P(X =k) = poCk (—p)*
=Ch(-m)f (-

-a(5) (- )
“\1—p 1—p ’

Donc X suit la loi binomiale B (a, %) )

(e) Donner son espérance et sa variance.

Comme X suit la loi binomiale B <oc, %) alors

E(X)—a—t = P v (x) =0t (1— i ):L)‘Z
I—p 11—y I—u 1—n (1—p)

5. (a) Montrer que G est bien définie et continue sur [—1,1].
On pose, pour tout k >0, fi : [~1,1] — R;t — pit*. Les f; sont continues sur [—1,1].
De plus, pour tout € [—1,1], |fx ()| < px et ¥ px converge. On en déduit que la série
k>0

de fonctions Y f; converge normalement et donc uniformément sur [—1,1]. D’apres
k=0

“+00
le théoreme de continuité G = ) fi est bien définie et continue sur [—1,1].
k=0

(b) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére kazk est ﬁ et que

+00
vie|h L], Lot =po(1—pt)"
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Soit z € C*. Alors

pk;;—iﬂ} = ‘y + ﬁ‘ |z] o \i| |z| . D’apre la regle de d’Alembert
Siz| < “ﬁ—‘ alors |u||z| < 1 et donc ¥ pyz* converge absolument et

Si |z| > |P11_\ alors |u||z| > 1 et donc ¥ pyz* diverge grossiérement.

On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere Zpkzk est ﬁ

i =1 1 —
Si ¢ E} Tl Tl [alors |—ut| <let

i = aa—1)..(a—k+1
Zpkszpo-i- Y po ( )...{ )(—Vf)k
k=0 k=1

k!
XRa(a—1)..(a—
= o <1+2 e—1) k(, D (—ut)k)
k=1 :
= po (1 —pt)".

(c) Déduire que y € [-1,1[ et que pg= (1 — ) *.

La série entiere 2pkzk converge pour z = 1, donc son rayon de convergence ‘l > 1.

H=
Donc || < 1. Supposons que y = 1. Alors

—+00
vie]-11[: G(t) = Y prt" = po (1 —1)*.
k=0

Comme G est continue en 1 alors
0 sia>0.

1=G(1) =limpy(1—t)* =

t—1
+oo sia <O.

ce qui est absurde. Donc y € [—1,1[. De plus
—+00
Vte]-1,1[:G(t) = Y pxt* = po (1 — put)*.
k=0
et par continuité en 1
1=G(1)=limpy (1 —ut)* =po(1 —pu)".
t—1

On en déduit que po = (1 —p) .

(d) Montrer que G est deux fois dérivable en 1.

On a

—+00
Vie]-11[:G(t) = Y pxt* = po (1 — pt)*.
k=0
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qui se prolonge par continuité au segment [—1,1] :

+00
Ve [-1,1]:G(t) = Y put* = po (1 — put)*.
k=0

Donc G est deux fois dérivable en 1.

(e) En déduire que X admet une espérance finie E (X) et une variance finie V (X) qu’on déter-
minera.

Comme G est deux fois dérivable en 1 alors X admet une espérance finie E (X) et une
variance finie V (X) données par

E(X)=G'(1) et
V(X)=E (XZ) —E(X)?
= E(X(X —1)) +E(X) — E(X)?
—G"(1)+G' (1) - (G (1)
D’autre part Vt € [—1,1]

G (t) = —ppoa (1= At)" ' = (u+A)po (1 — put)*".
G (t)=—p(p+A)(a—1)po(1—put)* 2.

Donc
o +A
G ()= (nA)po(1=* "=
G (1) = —p(u+ A) (o — 1) po (1 — )2 = BTN CHEA)
(1—p)
On en déduit que
_putA
E(X)=1% —

V(X)=G"(1)+G' (1) - (G' (1))’
(+A)Qu+A)  p+A (y+A>2
(1—;{)2 1—p 1—pu
(H+A)QuAA)+ @+ A —p) — (p+A)?
(1—p)?
(M+A)u+A+1—pu—u—A7)
(1—p)

(n+A)
(1-p)°
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Probleme
Partie 1
1. Montrer que ¢ est continue, bornée et paire sur R.
On pose f(x,t) = fi(r—lt;tz), (x,t) € R%.

1

La fonctlon f est continue sur R? et vérifie pour tout (x,t), 0 < f(x,t) < or la fonction

1+12°
b= o t2 est continue et est intégrable sur R puisque f(t ) t2 Donc f est continue sur R.
On a pour tout (x,t) €R?, 0< ¢ ;(;t ) < 1+t2 donc pour tout x € R,

0<g(x) < 0+°° L _dt = M. Donc g est bornee sur R.

1+£2
+00 p—(—1)2(1+12)

Pour tout x € R, —x € Ret g(—x) = [, th Ldt = = g(x). Ainsi g est paire.

2. Calculer ¢(0) et montrer que lim g(x) =0.
On a d’une part <(0) = O+°° 1+_tzdt = [arctant|§® = %. D’autre part, pour tout réel x,
+oo g% —x2 o dt ;w2
0 S g(.x) 0 12 dt < 0 e = je xnl>——§>—oo 0.
3. Montrer que g est de classe C! sur ]0,+o| et donner Pexpression de sa dérivé en fonction de
Vintégrale de Gauss [ = [,/ ¢ " dt.
—x2(1+12) . o2 (1+12)
— Pour tout x >0, t — 1+—t2 est intégrable sur R et pour tout t € R, x — T
est de classe C! sur ]0,+oo et on a pour tout (x,t) € Ry x]0,+00], 5 i ~(x,t) = —2xe X148,
— Pour tout x >0, t — —2xe~¥(1+) st continue par morceaux sur R .
— Soit [a,b] C]0, 400, g—x(x,t)‘ = 2xe~¥'(141) < 2pe=** : intégrable sur R..
Donc ¢ est de classe C! sur |0, +co[ et on a :
¢'(x) = —2x f0+°°e*x2(1+t2)dt = —2xe ¥ 0+°° g = t = ¢ 0+°°e*”2 = —2[¢ ",
u=Xx
4. En déduire que
|x]
Vx €R, g(x ——21/ e du.
On a pour tout x > 0, ¢'(x) = —2Ie™*", donc g(x) = ¢ — 2I Iy e~ du, c € R,
Comme g est continue en 0 et ¢(0) = 2, alors c = 2%
D’ot, pour tout réel positif x, g(x) =5 —2I [; e " du.
Par parité, on aura g(x) = 7 — 21 fow e " du, Vx € R.
5. En déduire la valeur de I.
La fonction u —> e~ est intégrable sur [0, +00] et limy,s+00¢(x) =0, donc
0 =limy 40 g(x) = F — 2I°. Ainsi, par positivité de I, on aura I = \/TE
6. La fonction g est elle dérivable en 0?

La fonction g est continue sur R et dérivable sur |0, +oo].
De plus lim,, .o+ ¢'(x) = -2 = — /7.
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De méme, ¢ est continue sur R_ et, par parité, dérivable sur |
2Ie=. Donc lim,, ,o- ¢’ (x) =21 = /7.

On conclut que g est dérivable a droite et & gauche en 0 et que g7;(0) = — /7T et /7T = g¢(0).
La fonction g est donc non dérivable en 0.

— 00,0[ et sa dérivée vaut

7. Tracer l'allure de la courbe de ¢ dans un repére orthonormé.

// \\
3 g/ I1 0 1 ‘2‘ 3
Partie 2
1. Calculer u,, n € N*.
Pour tout n € N*, on a
_ 1 lttn—m 1 1
un =y Jo " dt = fo (1_t+_n)dt—‘_1n(1+ﬁ)'
2. Montrer que la série Y.,>1un est convergente. On note y sa somme.
1 1 _ 1 1
Onaun ——1n(1—|— ) ——<E—W+O( ))—m—f—O(ﬁ)
Comme ) _,~4 # converge, on aura la convergence de ), uy,.
3

. Exprimer Y/ ,u; en fonction de v, et déduire que lim;,; ;o v,y = ’y.
i =i (g —In(1+ §) =L — i (n(k+1) —In(k)) = 5y § —In(n +1) =
T —In(1+ 1)
Donc (y,)n est convergente et sa limite est .

1 1
4. Montrer que Vk >2, T S S g

Soit k >2 et t €0,1]. Onak<t+k<1+k :>k+1 <; t
On intégre sur [0,1] et on multiple par }, on obtient 51—

. . . 1 1
5. En déduire que pour tout entier non nul 1, 5.l <YV L up <5

Le deux séries } ;> m et ) i>o k(kl——l) sont convergentes et on a

1 1 1 1 1
Vk>2, =

1
K+ Kk kel k-0 k-1 K

Soitn>1et N > n. Onazlzc\’:nﬂ(%—ﬁ)—%ﬂ—]\,—ﬂetz,i\]:nﬂ(ﬁ—%):%—l\ll.
On effectue la somme de k =n + 1 a k = N dans ’encadrement de la question précédente,
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on obtient :

1.1 1

E(n+1 N+1)<Ek i1 Uk =5 (‘_N)' ) . )
. (]

On fait tendre N vers +oo, on aura : 1) <Y S uk < 5

6. Montrer que pour tout n € N*, 0 <y —§,, < m, ouS, =Y u+ (n+1)

On remplace ZZ;OZ 41 Uk par vy — Y i_q Uk et on retranche m, de 'encadrement de la ques-
tion 5., on obtient :

1 1 _ 1
0<7 =Tkt — 251y < 25 — 200iT] = BT

7. Déterminer un entier N € N* pour lequel Sy est une valeur approchée de y a 10_3 pres.
Pour que Sy réalise une approximation de & 1073 pres, il suffit que <1073 donc

N(N + 1) >500. L'entier N = 22 convient.

—2N(N+_1)

Partie 3
1. Montrer que G est de classe C™ sur ]R et exprimer ses dérivées successives sous forme intégrale.
On pose F: R> — C (t,x) e Fe ¥,

— la fonctlon F admet des dérivées partielles par rapport a x a tout ordre dont I'expres-
sion est 2 ax" E(t,x) = (—it)”F(x t).

— Pourtoutte R,n €N, x — ax” (t x) est continue sur R.

— Pour tout x e R,n € N, ts 2

E}x” E(t,x) est continue par morceaux sur R.

E)”F

— Pour tout n €N, (t,x) € R?, |9+ ,t)’ = \t|”e‘t2 et f— |t‘|”e_t2 est continue par mor-

ceaux et intégrable sur R car négligeable devant tlZ au voisinage de +oo.

Donc, G est de classe C* sur R et ses dérivées successives sont données par

+oo )
VneN, Vx e R, G(”)(x) = / (—it)"e_tze_”xdt_

—00

2. Montrer que G satisfait une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1.

Pour tout x € R,
. . . “+o00 00 .
G/( ) fj';o iteftzefztxdt %efﬂefztx} % + xe*ﬂg*”xdt — —%G(x),

—00

I.P.P. [

_ _q . _ 42
puisque limy, . +o0 | 5e ip—te ) = limy, s 400 %e =0.

3. Résoudre I'équation différentielle obtenue et déduire que G(x) = /7re” 7.

La fonction G est solution, ]R de 'équation différentielle y' = —Jy, dont la solution générale

est y(x) = Ae~Jo 24t =)o~ . Comme G(0) = [TZetdt =2 [[e Pdt = /7, dapres la
2

premiére partie. On conclut que G(x) = /7re” 7.
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1) (2m)!

4. En développant G en série entiére sur R, montrer que Vm € N, G2 (0) = \/E(_TIW

71)"x2”

Le développement en série entiére su R est donné par : G(x) = /Y%, (4,1—11!.
2m m
Donc Vm € N, ) _ ﬁ%

(2m)!

5.

(a)

Montrer que la fonction t — t2" (1 + %)’" est intégrable sur R si et seulement si n > m.
: 2, _ .
La fonction t — +2"(1 + %) " est continue par morceaux sur R pour tout n > 1 et on

a t2"(1+ %)_” bl nl—nﬂ,,%m Cette derniere fonction est intégrable au voisinage de

+o0 si, et seulement si, 2n — 2m > 1.
Donc ¢+ t2"(1 + %)*” est intégrable sur R si et seulement si n > m.

(b)

Soit f € R fixé. En étudiant les variations de g; : x — —xln(l + %) sur [1,+oo[, montrer que la
suite ((1 + %)”) est décroissante.
n>1

Soit t € R. La fonction ¢+ est indéfiniment dérivable sur [1,+co[ et on a:
2 2 4
gi(x) =g —In(1+5) et g/ (x) = m
Comme g/’ > 0 sur [1,+co[, donc g} est croissante sur [1,+o0][, de plus sa limite en +oo
est 0 donc elle est négative et par suite g; est décroissante sur [1,+oo].

En particulier, pour tout entier non nul 1, on a g;(n + 1) < g¢(n), donc e8("*+1) < e8:(1),

La suite <(1 + %)*”> ) est donc décroissante.
n>

(c)

Montrer alors que lim,, . fjocf £2m(1 + %)*”dt = \/Z%)!.

On énoncera avec précision le théoréme du cours utilisé.
i i i 2, _ .
La suite des fonctions continues par morceaux <t2m(1 + %) ”) converge simplement
n

. 2 . .
sur R vers la fonction t — *™e~*" qui est continue par morceaux.
t2

De plus pour tout entier n >m +1, 0 < #2"(1 + %)’" < Pu(t) = P"(14 i
La fonction ¢, est continue par morceaux sur R et est intégrable au voisinage de f-oco

car équivalente a Wt% au voisinage de +oo.

D’apres le théoreme de la convergence dominée,
Ly yoo [0 2M(14 EYndp = [ Rme— g — (_1)mG,, (0) = /2L

)fmfl'

Enoncé T.C.D. : Soit (fy)n>n, une suite des fonctions de I vers K. Si
— Les fonctions f, sont continues par morceaux sur I.

— La suite (f,), converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux
sur L.

— 1l existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur I et telle que
V> mng, |fu(t)| < ¢(t), Vi€ L
Alors f et f, sont intégrables et on a limu 10 [ fu = [, f-

6. Montrer que pour tout n > m >0, fj;o £2m (1 + %)’”dt = nm+%]n;m, ou

400 uZm
hom=| Aty
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Onaf th 1+ ) ndt :t nm+% fjozouZm(1+u2)—m:nm+%]n;m_
y=-t_

N

7. Montrer que pour tout 1 >m >0, [, i1, = (1 — 20,0
+o0 2m+2

— 0 (1+u2)n+1
ties dans la derniére intégrale en posant, X = u?"*1, Y/ =

Pourn >m>0,ona Jy41.m — Jum = — du. On effectue un intégration par par-

Ty, on obtient :

_ 2m+1 _ 2m+41
m+ f— 1+u2 - m+ Jim-

1 y2m+l +oo
2n(1+ u2>"}

~”

=0

]n+1,-m = Juym = [

—00

8. Montrer que pour tout m € N*, [, 41,y = 2217, 1.
—+o0

On effectue une intégration par parties dans l'intégrale [, 1., = | Wdu en po-
sant X' = AT etY = u?"=1 on obtient :

1 l/lzm_l +ee 2m y2m=2 2m—1
Jns1,m = {%m +55 f 0o 1+u2)nz du = m 5 Jmm—1-

N~

=0

9. En déduire une expression simplifiée de J,,.1.,, m € N, a aide des factorielles.
Soit m € IN, on a

2m—1
]m+1;m = Tg_m]m;mfl

2m—
]m;m—l = %_g]m—l;m—z

1
J21 = 5110

2m—1)(2m— 3 +oo (4
Donc Jyn1m = 2m(2)1§1 %) Lo = zmm, A T O Jig = [ 72 Tz =

L JREN _ (27’1)
D'ou, Jint1,m = 2zt

10. Montrer alors que pour tout n > m + 1,

oo 2 2m)! 2m+1
S k=m+1

Soit n > m + 1. Pour m fixé, on réitere ’'égalité de la question 8. de k =m + 1 jusqu’a k = n,
]n,m (1 - 22(m+1 )]n Lm

]nfl;m == (1 - 22(m+l )]n 2;m

]m+2'm = (1 - 2%:’:1_,_1 )]m+l e

Par multiplication terme & terme, on obtient : J,.;m = J;41; mHk mi (1= %)
D’aprés la question précédente, on aura : [, = 77 (2(31’:7, 2T, +1(1 — 2t

La formule demandée découle de la question 6.
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11. Donner le développement en série entiére de f(t) =In(1 — t) et préciser I'intervalle de validité.

In(1—t)=-Yr<t tc]—1,1].

n=1rn’

12. Montrer que pour tout m € N*,

(o)

In(rr) = 2In(m!) + (2m + 1) ('y Z )

ik k=m+1p=2

Puisque limy o [ f;o £2m (1 + %)_”dt = % ; donc d’apres les questions précédentes,
on aura
limy; 400 (n Hk " +1( — 2”;;1 )) f’ donc, en appliquant le logarithme, on obtient :

limy, s 400 ((Zm +1)Inn 42y} 1 In(1 — "“krz)) =2Inm! — In7.

1
Orvk>m+1, In(1-— m+2) =Y (m’;{,,) puisque mTij €1]0,1[. Do,

2lnm! —Inm = lim | (2m+1)inn—2 Z 2 )
k= m+1p
— m+_ n—1 e}
= lim | (2m+1)lnn—2 Z 2-2 Y Z >
e k=m+1 k k=m+1p
n—1 1y\p
—  lim (2m+1)< ) 2y % m+p2)>
n——+o00 m+1p ) pk
(

— (2m+1)(

-
wl»—\
§M+
|M8

13. Montrer que

o]

01‘15(5):2%,5>1.

n=1

+ pi:z pg(pp)l
L’égalité de la question 10. est valable pour m = 0, on obtient, en passant a la limite :
VT =1limys 4o (\/_NH" 11— —)) ce qui donne, In7t =7+ 23,7V, pzpk,,
La famille (plekp>k2Lp est sommable puisque a termes positifs, la série

Y1 W = L,, Y1 kl,, est convergente (p > 2), sa somme vaut L@) et la série Yp>2 % est

convergente puisque 0 < gp(zp) < 4;7(2,,) terme général d’'une série convergente.

Ainsi, par permutatlon des sommes :
Int=7+23 %2 1p2pkp =7+ p 2p2p T Lk 1kP 7+Z§°:z%-




